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1 函數方程基本概念

在數奧領域中，函數方程是數奧中，代數 (Algebra)領域中常見的一種題目類型，像是
2019年的 IMO：

範例 1 (2019 IMO P1). 設 ℤ為所有整數的集合，試找到所有 𝑓 ∶ ℤ → ℤ滿足
𝑓 (2𝑎) + 2𝑓 (𝑏) = 𝑓 (𝑓 (𝑎 + 𝑏)) (1)

對所有整數 𝑎, 𝑏成立。

如上所示，函數方程最常見的形式就是給定函數的定義域、對應域，並且一條關於函數

的等式，而我們的目標是要找到滿足所有這樣條件的函數，並且證明我們找到了所有解。像

是上面這題的解包含以下

𝑓 (𝑥) = 0 或 𝑓 (𝑥) = 2𝑥 + 𝑑，其中 𝑑 ∈ ℤ是常數。
不過知道所有解，離正確答案還很遠，我們還要證明這是所有解，才能在數奧的競賽中拿到

滿分。因此以下我們將探討常見的解函方技巧。

2 代值法

基本上，解決函方的核心作法就是要用已知的方程式來推到其他有用的條件。因此最基

本的手法就是代入一些特殊值，並且看能不能得到有用的結果。以下為範例：

範例 2. 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑥𝑓 (𝑥 + 𝑓 (𝑦)) + 𝑥𝑓 (𝑦) = 2𝑦𝑓 (𝑥) + 𝑥2 (2)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

解答. 在式 (2)中代入 𝑥 = 0，可得 𝑓 (0)𝑦 = 0對所有 𝑦 ∈ ℝ成立，因此 𝑓 (0) = 0成立。接下來
在式 (2)中代入 𝑦 = 0，可以得到 𝑥𝑓 (𝑥) = 𝑥2 對所有 𝑥 ∈ ℝ成立，因此 𝑓 (𝑥) = 𝑥 對所有 𝑥 ≠ 0
成立。加上前面已經得到 𝑓 (0) = 0，我們可以得到 𝑓 (𝑥) = 𝑥 對於所有 𝑥 ∈ ℝ成立。經代回原
式後驗證確實為解。

有時候代值不一定要代一個常數，以下是個例子：

範例 3. 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥 + 𝑓 (𝑦)) = 𝑥 + 𝑦 (3)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

解答. 將 𝑥 = −𝑓 (𝑦)代入即可得到
𝑓 (0) = 𝑦 − 𝑓 (𝑦)，

故 𝑓 (𝑦) = 𝑦 + 𝑐 其中 𝑐 為一常數。可驗證 𝑐 = 0為唯一可能，因此所求函數為 𝑓 (𝑥) = 𝑥。
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3 單射與滿射

在這小節，要介紹函方中我認為最重要的技巧，單射與滿射。

定義 1 (單射). 我們稱函數 𝑓 為單射的 (一對一, injective, one-to-one)，如果 𝑓 (𝑎) ≠ 𝑓 (𝑏)對
所有 𝑎 ≠ 𝑏成立。換句話說，若 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏)則 𝑎 = 𝑏。

而滿射的定義如下：

定義 2 (滿射). 我們稱函數 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 為滿射的 (surjective, onto)，如果對於每個 𝑦 ∈ 𝑌，
都存在 𝑥 ∈ 𝑋 使得 𝑓 (𝑥) = 𝑦。

為什麼單射以及滿射這好用呢?以下為常用的性質：

性質 1. 若 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑋 為單射的或是滿射的 (其中一個成立即可)且 𝑓 (𝑓 (𝑥)) = 𝑓 (𝑥)，則
𝑓 (𝑥) = 𝑥。

更廣泛地說，如果有單射，且我們有 𝑓 (expr1) = 𝑓 (expr2)，則我們可以得到 expr1 =
expr2。而如果我們有滿射且有 expr3 = 0，為 𝑓 (𝑥)的表達式，則可以把 𝑓 (𝑥)用 𝑥 替換。

以下幾個例子為常見的使用方法：

範例 4. 試找到所有函數 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥𝑦 + 𝑓 (𝑥)) + 𝑓 (𝑥 − 𝑦𝑓 (𝑥)) = 2𝑥 (4)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

解答. 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏代入式 (4)。首先 𝑃(𝑥, 0)可得
𝑓 (𝑓 (𝑥)) + 𝑓 (𝑥) = 2𝑥 (5)

如果 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏)則
2𝑎 = 𝑓 (𝑓 (𝑎)) + 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑓 (𝑏)) + 𝑓 (𝑏) = 2𝑏

即可得 𝑎 = 𝑏，這告訴我們 𝑓 是單射的。
接下來，注意到 𝑃(𝑥, −𝑓 (𝑥)/𝑥) (𝑥 ≠ 0)可以得到

𝑓 (𝑥 + 𝑓 (𝑥)2
𝑥 ) = 2𝑥 − 𝑓 (0) (6)

我們現在利用這條式子證明 𝑓 (0) = 0，假設 𝑓 (0) ≠ 0，則在式 (6)中代入 𝑥 = 𝑓 (0)/2，可以得
到

𝑓 (𝑐) = 0 其中 𝑐 = 𝑓 (0)
2 + 2

𝑓 (0)𝑓 (𝑓 (0)2 )
2

現在考慮 𝑃(𝑐, 𝑦)可以得到 𝑓 (𝑐𝑦) = 2𝑐，若 𝑐 ≠ 0，則 𝑓 為常數函數，與 𝑓 單射矛盾，因此可以
知道 𝑐 = 0，即得 𝑓 (0) = 0，又與假設矛盾，因此我們證出了 𝑓 (0) = 0。現在考慮 𝑃(𝑥, 𝑥/𝑓 (𝑥))
(𝑥 ≠ 0)，可以得到

𝑓 ( 𝑥2
𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑥)) = 2𝑥，
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與式 (6)加上單射比較可得

𝑥 + 𝑓 (𝑥)2
𝑥 = 𝑥2

𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑥)，
化簡可得 𝑓 (𝑥) = 𝑥 對所有 𝑥 ≠ 0成立。綜合前面得到的 𝑓 (0) = 0，我們有 𝑓 (𝑥) = 𝑥 對所有
𝑥 ∈ ℝ成立，代回式 (4)後檢驗確實成立。

這題我們可以看出單射確實是一個很強大的工具。下一題我們將示範滿射的使用方法。

範例 5. 試找到所有函數 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥𝑓 (𝑦) + 𝑓 (𝑥 + 𝑦)) + 𝑦𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑥) = 𝑦 (7)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

解答. 由於我們想證明 𝑓 滿射，改寫式(7)可得

𝑓 (𝑥𝑓 (𝑦) + 𝑓 (𝑥 + 𝑦)) = (1 − 𝑓 (𝑥))𝑦 − 𝑓 (𝑥)，
也就是如果存在 𝑘 ∈ ℝ使得 𝑓 (𝑘) ≠ 1，則 𝑓 滿射。這樣的 𝑘 存在，否則 𝑓 (𝑥) ≡ 1，但易見這不
是一個解。因此現在我們有 𝑓 滿射。以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏代入式(7)。由 𝑃(0, 𝑦)可得

𝑓 (𝑓 (𝑦)) + 𝑦𝑓 (0) + 𝑓 (0) = 𝑦 (8)

若 𝑓 (0) = 1，則有 𝑓 (𝑓 (𝑦)) = −1，由 𝑓 滿射可知 𝑓 (𝑦) = −1，與滿射矛盾，因此 𝑓 (0) ≠ 1，改
寫式(8)成以下

𝑓 (𝑓 (𝑦)) = (1 − 𝑓 (0))𝑦 − 𝑓 (0)，
可以看出 𝑓 單射。由於 𝑓 滿射，存在 𝑐 ∈ ℝ使得 𝑓 (𝑐) = 0，則 𝑃(𝑐, 0)可得 𝑓 (𝑐𝑓 (0)) = 0，故
𝑐𝑓 (0) = 𝑐 (根據 𝑓 單射)，因此 𝑐 = 0 (𝑓 (0) ≠ 1)。現在我們比較 𝑃(𝑥, 0) ∶ 𝑓 (𝑓 (𝑥)) + 𝑓 (𝑥) = 0以及
𝑃(0, 𝑦) ∶ 𝑓 (𝑓 (𝑦)) = 𝑦，我們可以得到 𝑓 (𝑥) = −𝑥 對所有 𝑥 ∈ ℝ成立，代回式 (7)確實為解。

4 柯西方程

柯西方程是以下特殊形式的函數方程

𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦)，
有的時候，若我們能創造出這種形式的方程式，則我們能直接使用定理得出結論。

定理 3 (柯西方程). 假設 𝑓 ∶ ℤ → ℚ或是 𝑓 ∶ ℚ → ℚ滿足
𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) (9)

則存在 𝑐 ∈ ℚ使得 𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑥。

證明. 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏 代入式 (9)。則 𝑃(0, 0)可得 𝑓 (0) = 0。假設 𝑓 (1) = 𝑐，則我
們證明 𝑓 (𝑛) = 𝑐𝑛對於所有 𝑛 ∈ ℕ成立。根據假設可知 𝑛 = 1是對的，假設對於某個 𝑘 ∈ ℕ我
們有所有 𝑛 ≤ 𝑘 是對的，則

𝑓 (𝑘 + 1) = 𝑓 (𝑘) + 𝑓 (1) = 𝑐𝑘 + 𝑐 = 𝑐(𝑘 + 1)
代表 𝑛 = 𝑘 + 1是對的，根據數學歸納法，𝑓 (𝑛) = 𝑐𝑛對所有正整數 𝑛成立。
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接下來由 𝑃(𝑛, −𝑛) ∶ 0 = 𝑓 (0) = 𝑓 (𝑛) + 𝑓 (−𝑛)可得 𝑓 (−𝑛) = −𝑐𝑛，這證明完 Dom(𝑓 ) = ℤ的
情況。現在我們證明對於所有有理數 𝑥 = 𝑝/𝑞 (𝑞 ≠ 0)的情況。注意到使用前面數學歸納法的
手法，我們可以得到

𝑓 (𝑚𝑥) = 𝑚𝑓 (𝑥)，
其中 𝑚為整數。故我們有 𝑓 (𝑝) = 𝑞𝑓 (𝑝/𝑞)，因此 𝑓 (𝑝/𝑞) = 𝑐𝑝/𝑞，也就是說對於所有的 𝑥 ∈ ℚ，
我們有 𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑥。 □

性質 2. 假設 𝑓 ∶ ℝ → ℝ滿足柯西方程，則我們有 𝑓 (𝑐𝑥) = 𝑐𝑓 (𝑥)對所有 𝑐 ∈ ℚ, 𝑥 ∈ ℝ成立。

這個性質可以從上面的證明看出來。接下來，我們可能會有一個疑問，如果目標函數 𝑓
的定義域為 ℝ那麼定理 3的結果還會成立嗎？事實上是不成立的，用大學的線性代數的語言
來說是因為 ℝ不是 ℚ的有限維向量空間，此處的反例以現階段知識難以給出，因此放在附錄
中。儘管如此，只要有更強的條件，我們還是能有一樣的結論。

定理 4 (ℝ上的柯西方程). 假設 𝑓 ∶ ℝ → ℝ滿足
𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦)，

且 𝑓 滿足以下三條件之一：

1. 𝑓 在某區間上有上界或下界。

2. 𝑓 在某區間上單調。

3. 𝑓 在某區間上連續。

則存在 𝑐 ∈ ℝ使得 𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑥。

這個定理仰賴部份微積分知識以及一些關於無理數的不等式，因此就不詳細談這部份的

理論，我認為大概知道就好了。以下為一些例題，首先最一開始提到的範例 1，就可以用代
值加上柯西方程來解決，以下為一種範例解法：

解答. 以 𝑃(𝑥, 𝑦)表示將 𝑎 = 𝑥 及 𝑏 = 𝑦 代入式 (1)。注意到 𝑃(0, 𝑎 + 𝑏)可以得到
𝑓 (0) + 2𝑓 (𝑎 + 𝑏) = 𝑓 (𝑓 (𝑎 + 𝑏))，

與式 (1)比較可得：

𝑓 (0) + 2𝑓 (𝑎 + 𝑏) = 𝑓 (2𝑎) + 2𝑓 (𝑏) (10)

在式 (10)中代入 𝑏 = 0可以得到：
𝑓 (2𝑎) = 2𝑓 (𝑎) − 𝑓 (0)

代回式 (10)可得：

𝑓 (𝑎 + 𝑏) + 𝑓 (0) = 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏)。
令 𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (0)，則我們有 𝑔(𝑎 + 𝑏) = 𝑔(𝑎) + 𝑔(𝑏)，根據定理 3，可以知道 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑥，而
𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑥 + 𝑑，其中 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ。代回原式化簡可得

(𝑐 − 2)(𝑐(𝑎 + 𝑏) + 𝑑) = 0，
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故 𝑐 = 2或是 𝑐 = 0且 𝑑 = 0。綜合以上，所有解為 𝑓 (𝑥) = 2𝑥 + 𝑑 , 𝑑 ∈ ℤ，以及 𝑓 (𝑥) = 0。

範例 6. 試找到所有函數 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) 且 𝑓 (𝑥𝑦) = 𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑦) (11)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

解答. 注意到在第二式中代入 𝑦 = 𝑥可得 𝑓 (𝑥2) = 𝑓 (𝑥)2，因此對於所有 𝑡 ≥ 0，我們有 𝑓 (𝑡) ≥ 0，
這代表 𝑓 在區間 [0, 1]上有下界，根據定理 4可知 𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑥 其中 𝑐 ∈ ℝ為常數。代回原第二
式可得 𝑐 = 0, 1，因此 𝑓 (𝑥) = 𝑥 或是 𝑓 (𝑥) = 0。

範例 7. 試找到所有函數 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) 且 𝑓 (𝑥3) = 𝑓 (𝑥)3 (12)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

解答. 首先根據性質 2我們有 𝑓 (𝑝) = 𝑝𝑓 (1)對所有 𝑝 ∈ ℚ成立。接下來在第二式代入 𝑥 = 𝑎 +𝑝
(𝑝 ∈ ℚ, 𝑎 ∈ ℝ)，可以得到

𝑓 (𝑎 + 𝑝)3 = (𝑓 (𝑎) + 𝑝𝑓 (1))3 = 𝑓 (𝑎)3 + 3𝑝𝑓 (1)𝑓 (𝑎)2 + 3𝑓 (𝑎)𝑝2𝑓 (1)2 + (𝑝𝑓 (1))3
𝑓 ((𝑎 + 𝑝)3) = 𝑓 (𝑎3) + 3𝑝𝑓 (𝑎2) + 3𝑝2𝑓 (𝑎) + 𝑝3𝑓 (1)

此二式視為 𝑝的多項式，為恆等多項式，因此我們有
𝑓 (1)3 = 𝑓 (1); (𝑓 (1)2 − 1)𝑓 (𝑎) = 0; 𝑓 (1)𝑓 (𝑎)2 = 𝑓 (𝑎2); 𝑓 (𝑎)3 = 𝑓 (𝑎3)，

由第一個條件可以得到 𝑓 (1) = 0, 1, −1。若 𝑓 (1) = 0則 𝑓 (𝑎) = 0對所有 𝑎 ∈ ℝ成立。而第二式
可以得到 𝑓 (𝑎2) = 𝑓 (𝑎)2 或是 𝑓 (𝑎2) = −𝑓 (𝑎)2，不管是何種情形，𝑓 要嘛有上界，要嘛有下界，
因此 𝑓 為線性。可知 𝑓 有三種解 𝑓 (𝑥) = 𝑥，𝑓 (𝑥) = −𝑥，𝑓 (𝑥) = 0。

接下來我們要討論另一種很類似柯西方程的函數方程，稱為詹森方程 (Jenson’s equa-
tion)，在多數情況與柯西方程等價。

定義 5 (詹森方程). 我們稱 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 滿足詹森方程若
2𝑓 (𝑥 + 𝑦

2 ) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) (13)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 成立。在數奧領域中，𝑋 通常為 ℚ，ℝ，或 ℝ+。

以下介紹關於詹森方程的性質。

性質 3. 𝑓 ∶ ℚ → ℝ或是 𝑓 ∶ ℝ → ℝ滿足詹森方程，若且唯若 𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (0)滿足柯西
方程。此外若 𝑓 ∶ ℝ+ → ℝ+滿足詹森方程，則 𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥 +𝑏其中 𝑎, 𝑏 ≥ 0為滿足 𝑎2+𝑏2 > 0
的常數。

證明. 首先，我們證明第一部份。在式(13)中代入 𝑦 = 0可得
2𝑓 (𝑥2) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (0)，

將此式代回式(13)可得

𝑓 (𝑥 + 𝑦) + 𝑓 (0) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦)，
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令 𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (0)則 𝑔(𝑥 + 𝑦) = 𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑦)。此外，我們容易看出如果 𝑔 滿足柯西方程，
則 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑓 (0)滿足詹森方程，這證明了第一部份。現在證明第二部份，我們宣稱

𝑓 (𝑛𝑧) = (𝑓 (2𝑧) − 𝑓 (𝑧))𝑛 + 2𝑓 (𝑧) − 𝑓 (2𝑧) (14)

對所有 𝑧 ∈ ℝ+及 𝑛 ∈ ℕ成立。式(14)對 𝑛 = 1, 2成立，假設式(14)對 𝑛 ≤ 𝑘 (𝑘 ≥ 2)成立，則
𝑓 ((𝑘 + 1)𝑧) = 2𝑓 (𝑘𝑧) − 𝑓 ((𝑘 − 1)𝑧)

= 2 ((𝑓 (2𝑧) − 𝑓 (𝑧))𝑘 + 2𝑓 (𝑧) − 𝑓 (2𝑧)) − ((𝑓 (2𝑧) − 𝑓 (𝑧))(𝑘 − 1) + 2𝑓 (𝑧) − 𝑓 (2𝑧))
= (𝑓 (2𝑧) − 𝑓 (𝑧))(𝑘 + 1) + 2𝑓 (𝑧) − 𝑓 (2𝑧)

此式(14)對 𝑛 = 𝑘 + 1亦成立。事實上，使用完全相同的手法，我們可以進一步證明對於所有
的 𝑏 > 𝑎 > 0，我們有

𝑓 ((𝑏 − 𝑎)𝑛 + 𝑎) = (𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎)) 𝑛 + 2𝑓 (𝑎) − 𝑓 (𝑏) (15)

由式(15)可得若 𝑏 > 𝑎，則 𝑓 (𝑏) > 𝑓 (𝑎)。此外，由式(14)可以看出對於所有 (𝑝/2𝑘 , 𝑓 (𝑝/2𝑘))
(𝑝 ∈ ℕ, 𝑘 ∈ ℕ ∪ {0})這樣形式的點都落在同一直線上，這是因為對於每個固定的 𝑘0 ∈ ℕ ∪ {0}，
(𝑝/2𝑘0 , 𝑓 (𝑝/2𝑘0))皆落在同一直線 𝐿𝑘0 上，而對於更大的 𝑘′ > 𝑘0，𝑝/2𝑘0 = 𝑝 ⋅ 2𝑘′−𝑘0/2𝑘′ 落在直
線 𝐿𝑘′ 上，這表示 𝐿𝑘0 = 𝐿𝑘′。現在我們可以假設所有 (𝑝/2𝑘 , 𝑓 (𝑝/2𝑘)) (𝑝 ∈ ℕ, 𝑘 ∈ ℕ ∪ {0})這樣
形式的點都落在直線 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 (𝑎 ≥ 0, 𝑏 ≥ 0, 𝑎2 + 𝑏2 > 0)上。
假設存在 𝑠 ∈ ℝ+ 使得 𝑓 (𝑠) ≠ 𝑎𝑠 + 𝑏，則有兩種可能：𝑓 (𝑠) > 𝑎𝑠 + 𝑏 與 𝑓 (𝑠) > 𝑎𝑠 + 𝑏。如果

𝑓 (𝑠) < 𝑎𝑠 + 𝑏，注意到對於所有 𝑘 ∈ ℕ ∪ {0}，考慮 𝑡𝑘 ∶= ⌈𝑠2𝑘⌉/2𝑘 ≤ 𝑠 + 2−𝑘，𝑓 (𝑡𝑘) = 𝑎𝑡𝑘 + 𝑏。現
在取 𝑘 夠大使得

𝑎2−𝑘 < 𝑓 (𝑠) − 𝑎𝑠 − 𝑏，
則有

𝑓 (𝑡𝑘) ≤ 𝑎(𝑠 + 2−𝑘) + 𝑏 < 𝑓 (𝑠) 然而 𝑡𝑘 ≥ 𝑠，
故矛盾。類似地我們也可以使用類似手法在 𝑓 (𝑠) < 𝑎𝑠 + 𝑏的狀況下導出矛盾。 □

5 三變數法

三變數法這個技巧為引入一個新的變數，來破壞對稱性的技巧。以下為使用的範例：

範例 8. 試找到所有函數 𝑓 ∶ ℝ+ → ℝ+使得
𝑓 (𝑥 + 𝑦)2 = 𝑓 (𝑥)2 + 𝑓 (𝑥𝑦) + 𝑓 (𝑦)2 (16)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+成立。

解答. 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎及 𝑦 = 𝑏代入式 (16)。比較 𝑃(𝑥, 𝑦 + 𝑧)與 𝑃(𝑥 + 𝑧, 𝑦)，我們有
𝑃(𝑥, 𝑦 + 𝑧) ∶ 𝑓 (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2 = 𝑓 (𝑥)2 + 𝑓 (𝑥𝑦 + 𝑥𝑧) + 𝑓 (𝑦 + 𝑧)2

= 𝑓 (𝑥)2 + 𝑓 (𝑥𝑦 + 𝑥𝑧) + 𝑓 (𝑦)2 + 𝑓 (𝑦𝑧) + 𝑓 (𝑧)2
𝑃(𝑥 + 𝑧, 𝑦) ∶ 𝑓 (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2 = 𝑓 (𝑥 + 𝑧)2 + 𝑓 (𝑥𝑦 + 𝑧𝑦) + 𝑓 (𝑦)2

= 𝑓 (𝑥)2 + 𝑓 (𝑥𝑧) + 𝑓 (𝑧)2 + 𝑓 (𝑥𝑦 + 𝑧𝑦) + 𝑓 (𝑦)2
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可得

𝑓 (𝑥𝑦 + 𝑥𝑧) + 𝑓 (𝑦𝑧) = 𝑓 (𝑥𝑧) + 𝑓 (𝑥𝑦 + 𝑧𝑦) (17)

對所有 𝑥, 𝑦 , 𝑧 ∈ ℝ+ 成立。現在我們證明 𝑓 滿足詹森方程，對於任意的 𝑏 > 𝑎 > 0，在式(17)中
代入

(𝑥, 𝑦 , 𝑧) ↦ (√
𝑎(𝑏 − 𝑎)
𝑏 + 𝑎 ,√

𝑏2 − 𝑎2
4𝑎 ,√

𝑎(𝑏 + 𝑎)
𝑏 − 𝑎 ) ∈ ℝ3>0，

我們可以得到

2 (𝑎 + 𝑏
2 ) = 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏)

對於所有的 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ+ 成立。因此根據性質3可以知道 𝑓 (𝑥) ≡ 𝑐𝑥 + 𝑑 其中 𝑐, 𝑑 ≥ 0不同時為 0。
將此結果代回式(16)可得

(𝑐(𝑥 + 𝑦) + 𝑑)2 = (𝑐𝑥 + 𝑑)2 + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑑 + (𝑐𝑦 + 𝑑)2
⟹ 2𝑐2𝑥𝑦 + 𝑑2 = 𝑐𝑥𝑦 + 2𝑑2 + 𝑑

由此可得 𝑐 = 1/2且 𝑑 = 0，因此 𝑓 (𝑥) ≡ 𝑥/2為唯一解。

範例 9 (2005 ISL A2). 試找到所有函數 𝑓 ∶ ℝ+ → ℝ+使得
𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑦) = 2𝑓 (𝑥 + 𝑦𝑓 (𝑥)) (18)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+成立。

解答. 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎及 𝑦 = 𝑏代入式 (18)。考慮 𝑃(𝑥 + 𝑧𝑓 (𝑥), 𝑦)我們有
左式 = 𝑓 (𝑥 + 𝑧𝑓 (𝑥))𝑓 (𝑦) = 1

2𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑦)𝑓 (𝑧)

右式 = 2𝑓 (𝑥 + 𝑧𝑓 (𝑥) + 𝑦𝑓 (𝑥 + 𝑧𝑓 (𝑥))) = 2𝑓 (𝑥 + 𝑧𝑓 (𝑥) + 1
2𝑦𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑧))

= 𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑧 + 1
2𝑦𝑓 (𝑧)) = 1

2𝑓 (𝑥)𝑓 (12𝑦) 𝑓 (𝑧)
因此 𝑓 (𝑦) = 𝑓 (𝑦/2)對於所有 𝑦 ∈ ℝ+成立，等價地 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (2𝑘𝑥)對於所有 𝑘 ∈ ℕ及 𝑥 ∈ ℝ+成
立。對於每個 𝑥 ∈ ℝ+，存在 𝑘 = 𝑘(𝑥) ∈ ℕ使得 2𝑘 > 𝑓 (𝑥)。考慮 𝑃(𝑥, 𝑥/(2𝑘 − 𝑓 (𝑥)))則我們有

𝑓 (𝑥)𝑓 ( 𝑥
2𝑘 − 𝑓 (𝑥)) = 2𝑓 ( 2𝑘𝑥

2𝑘 − 𝑓 (𝑥))，

由於

𝑓 ( 𝑥
2𝑘 − 𝑓 (𝑥)) = 𝑓 ( 2𝑘𝑥

2𝑘 − 𝑓 (𝑥))，

因此 𝑓 (𝑥) = 2，這對所有 𝑥 成立，因此 𝑓 (𝑥) ≡ 2為唯一解。

6 2007 ISL A4引理

這個小節主要介紹關於 2007 ISL A4的一個小延伸引理。以下為該題的題目敘述：

範例 10 (2007 ISL A4). 試找到所有函數 𝑓 ∶ ℝ+ → ℝ+使得
𝑓 (𝑥 + 𝑓 (𝑦)) = 𝑓 (𝑥 + 𝑦) + 𝑓 (𝑦) (19)
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對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+成立。
解答. 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎及 𝑦 = 𝑏代入式 (18)。考慮 𝑃(𝑥, 𝑦 + 𝑓 (𝑧))，則我們有

左式 = 𝑓 (𝑥 + 𝑓 (𝑦 + 𝑓 (𝑧))) = 𝑓 (𝑥 + 𝑓 (𝑦 + 𝑧) + 𝑓 (𝑧))
= 𝑓 (𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑓 (𝑧)) + 𝑓 (𝑦 + 𝑧) = 𝑓 (𝑥 + 𝑦 + 2𝑧) + 𝑓 (𝑧) + 𝑓 (𝑦 + 𝑧)

右式 = 𝑓 (𝑥 + 𝑦 + 𝑓 (𝑧)) + 𝑓 (𝑦 + 𝑓 (𝑧))
= 𝑓 (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) + 𝑓 (𝑧) + 𝑓 (𝑦 + 𝑧) + 𝑓 (𝑧)

因此 𝑓 (𝑥 + 𝑦 + 2𝑧) = 𝑓 (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) + 𝑓 (𝑧) 對所有 𝑥, 𝑦 , 𝑧 ∈ ℝ+ 成立。現在對於 𝑏 > 𝑎 > 0，令
𝑥 = 𝑦 = (𝑏 − 𝑎)/2及 𝑧 = 𝑎，則我們有 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏) = 𝑓 (𝑎 + 𝑏)對所有 𝑎 ≠ 𝑏成立。

現在證明 𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑥 其中 𝑐 > 0 為常數。假設 𝑓 不是線性的，則存在 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ+，使得
𝑓 (𝛼) = 𝑠𝛼 且 𝑓 (𝛽) = 𝑡𝛽，其中 𝑠 < 𝑡。我們宣稱存在 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ使得

𝑚𝛼 − 𝑛𝛽 > 0 但 𝑚𝑠𝛼 − 𝑛𝑡𝛽 < 0，
這等價

𝛼
𝛽 > 𝑛

𝑚 > 𝑠𝛼
𝑡𝛽，

根據有理數的稠密性，這樣的 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ存在。
現在固定正實數 𝛾 ∉ {𝑝𝛼 + 𝑞𝛽 ∶ 𝑝, 𝑞 ∈ ℤ}，我們取足夠大的 𝑘 ∈ ℕ使得

𝑘(𝑚𝑠𝛼 − 𝑛𝑡𝛽) + 𝑓 (𝛾 ) < 0，
則因為

𝑓 (𝛾 + 𝑘(𝑚𝛼 − 𝑛𝛽)) + 𝑘𝑛𝑓 (𝛽) = 𝑓 (𝛾 + 𝑘𝑚𝛼)
𝑓 (𝛾 ) + 𝑘𝑚𝑓 (𝛼) = 𝑓 (𝛾 + 𝑘𝑚𝛼)

因此，

𝑓 (𝛾 + 𝑘(𝑚𝛼 − 𝑛𝛽)) = 𝑓 (𝛾 ) + 𝑘(𝑚𝑠𝛼 − 𝑛𝑡𝛽) < 0，
矛盾。在以上推論中，我們選的 𝛾 確保了以上使用 𝑓 (𝑎 + 𝑏) = 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏) 的過程中，都有
𝑎 ≠ 𝑏。因此存在 𝑐 ∈ ℝ+使得 𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑥，代回式(19)可得 𝑓 (𝑥) ≡ 2𝑥 為唯一可能。

事實上，後面所使用的手法可以被推廣成以下引理。

引理 1 (2007 A4引理). 假設 𝑓 , 𝑔, ℎ ∶ ℝ+ → ℝ+滿足
𝑓 (𝑥 + 𝑔(𝑦)) = 𝑓 (𝑥) + ℎ(𝑦) (20)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+成立，則 ℎ(𝑦)/𝑔(𝑦) = 𝑐 (𝑐 ∈ ℝ+)為常數。

我們前面在做範例10的時候可能還有 𝑦 ≠ 𝑥 的條件，因此多數時候可以根據有的條件微
調一下證明，但是大致思路不變。

證明. 假設 ℎ(𝑦)/𝑔(𝑦)不是常數，則存在 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ+ 使得 ℎ(𝛼) = 𝑠 ⋅ 𝑔(𝛼)及 ℎ(𝛽) = 𝑡 ⋅ 𝑔(𝛽)，其中
𝑠 < 𝑡。我們宣稱存在 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ使得

𝑚 ⋅ 𝑔(𝛼) − 𝑛 ⋅ 𝑔(𝛽) > 0 但 𝑚𝑠 ⋅ 𝑔(𝛼) − 𝑛𝑡 ⋅ 𝑔(𝛽) < 0，
這等價

𝑔(𝛼)
𝑔(𝛽) >

𝑛
𝑚 > 𝑠 ⋅ 𝑔(𝛼)

𝑡 ⋅ 𝑔(𝛽)，
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根據有理數的稠密性，這樣的 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ存在。現在固定 𝛾 ∈ ℝ+，並取足夠大的 𝑘 ∈ ℕ使得
𝑘(𝑚𝑠 ⋅ 𝑔(𝛼) − 𝑛𝑡 ⋅ 𝑔(𝛽)) + 𝑓 (𝛾 ) < 0，

則因為

𝑓 (𝛾 + 𝑘𝑚 ⋅ 𝑔(𝛼)) = 𝑓 (𝛾 + 𝑘(𝑚 ⋅ 𝑔(𝛼) − 𝑛 ⋅ 𝑔(𝛽))) + 𝑘𝑛 ⋅ ℎ(𝛽)
𝑓 (𝛾 + 𝑘𝑚 ⋅ 𝑔(𝛼)) = 𝑓 (𝛾 ) + 𝑘𝑚 ⋅ ℎ(𝛼)

因此，

𝑓 (𝛾 + 𝑘(𝑚 ⋅ 𝑔(𝛼) − 𝑛 ⋅ 𝑔(𝛽))) = 𝑓 (𝛾 ) + 𝑘(𝑚𝑠 ⋅ 𝑔(𝛼) − 𝑛𝑡 ⋅ 𝑔(𝛽)) < 0，
矛盾。 □

範例 11. 試找到所有函數 𝑓 ∶ ℝ+ → ℝ+使得
𝑓 (𝑥 + 3𝑓 (𝑦)) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) + 2𝑦 (21)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+成立。
解答. 根據引理1，考慮 𝑔(𝑦) = 3𝑓 (𝑦)且 ℎ(𝑦) = 𝑓 (𝑦) + 2𝑦，則我們有 𝑓 (𝑦) + 2𝑦 = 𝑐 ⋅ 3𝑓 (𝑦)其中
𝑐 ∈ ℝ+為常數。由此可知 𝑓 (𝑦) = 𝑐⋆𝑦，其中 𝑐⋆ ∈ ℝ+為常數。代回式21可得 3𝑐2⋆ = 𝑐⋆ + 2，可解
出 𝑐⋆ = 1為唯一正實數解。因此 𝑓 (𝑥) ≡ 𝑥。

7 數論函方

數論函方在數奧中是一類特殊的函方，通常關於函數的關係式為一個整除關係，或是

一個關於數論的敘述。最常見的兩個手法為：如果一個整數 𝑥 被無限多個正整數整除，則
𝑥 = 0；此外，我們常常也會先嘗試炸出 𝑓 (1)及 𝑓 (𝑝)的值，其中 𝑝 ∈ ℙ為質數。以下為一個
例子：

範例 12 (2019 APMO P1). 試找到所有函數 𝑓 ∶ ℕ → ℕ使得
𝑓 (𝑎) + 𝑏 ∣ 𝑎2 + 𝑓 (𝑎)𝑓 (𝑏) (22)

對所有 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ成立。
解答. 以 𝑃(𝑥, 𝑦)表示將 𝑎 = 𝑥 及 𝑏 = 𝑦 代入式 (22)。首先，𝑃(1, 1)可得 𝑓 (1) + 1 ∣ 𝑓 (1)2 + 1，因
此

𝑓 (1) + 1 ∣ 𝑓 (1)2 + 1 − (𝑓 (1) − 1)(𝑓 (1) + 1) = 2，
因此 𝑓 (1) = 1。接下來令 𝑝 ∈ ℙ為質數，考慮 𝑃(𝑝, 𝑝)可得 𝑓 (𝑝) + 𝑝 ∣ 𝑓 (𝑝)2 + 𝑝2，因此

𝑓 (𝑝) + 𝑝 ∣ 𝑓 (𝑝)2 + 𝑝2 − (𝑓 (𝑝) − 𝑝)(𝑓 (𝑝) + 𝑝) = 2𝑝2，
因此 𝑓 (𝑝) + 𝑝 有六種可能：1, 2, 𝑝, 2𝑝, 𝑝2, 2𝑝2。然而，前三個小於等於 𝑝，因此不可能是前三
個，故 𝑓 (𝑝) = 𝑝, 𝑝2−𝑝, 2𝑝2−𝑝。考慮 𝑃(𝑝, 1)，我們有 𝑓 (𝑝)+1 ∣ 𝑝2+𝑓 (𝑝)，即 𝑓 (𝑝)+1 ∣ 𝑝2−1。
如果 𝑓 (𝑝) = 𝑝2 − 𝑝，則

𝑝2 − 𝑝 + 1 ∣ 𝑝2 − 1 ⟹ 𝑝2 − 𝑝 + 1 ∣ 𝑝，
因此 𝑝2 − 𝑝 + 1 = 1, 𝑝，無論哪種情形都不合。如果 𝑓 (𝑝) = 2𝑝2 − 𝑝，則

2𝑝2 − 𝑝 + 1 ∣ 𝑝2 − 𝑝 ⟹ 2𝑝2 − 𝑝 + 1 ≤ 𝑝2 − 1，
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矛盾。因此 𝑓 (𝑝) = 𝑝對於所有 𝑝 ∈ ℙ成立。
現在考慮 𝑃(𝑎, 𝑝) (𝑝 ∈ ℙ)，我們有 𝑓 (𝑎) + 𝑝 ∣ 𝑎2 + 𝑓 (𝑎)𝑝，因此

𝑓 (𝑎) + 𝑝 ∣ 𝑎2 + 𝑓 (𝑎)𝑝 − (𝑓 (𝑎) + 𝑝)𝑓 (𝑎) = 𝑎2 − 𝑓 (𝑎)2，
這表示 𝑎2 − 𝑓 (𝑎)2 被所有 𝑓 (𝑎) + 𝑝 (𝑝 ∈ ℙ)整除，因此 𝑎2 − 𝑓 (𝑎)2 = 0，即 𝑓 (𝑎) = 𝑎 對於所有
𝑎 ∈ ℕ成立。

以下為另一個例子：

範例 13 (2013 ISL N1). 試找到所有函數 𝑓 ∶ ℕ → ℕ使得
𝑚2 + 𝑓 (𝑛) ∣ 𝑚𝑓 (𝑚) + 𝑛 (23)

對所有 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ成立。

解答. 以 𝑃(𝑥, 𝑦) 表示將 𝑚 = 𝑥 及 𝑛 = 𝑦 代入式 (23)。令 𝑝 ∈ ℙ 為大於 𝑓 (1) 的質數。由
𝑃(1, 𝑝 − 𝑓 (1))可得 1 + 𝑓 (𝑝 − 𝑓 (1)) ∣ 𝑝，因此 𝑓 (𝑝 − 𝑓 (1)) = 𝑝 − 1。考慮 𝑃(𝑝 − 𝑓 (1), 𝑝 − 𝑓 (1))，有
(𝑝 − 𝑓 (1))2 + 𝑝 − 1 ∣ (𝑝 − 𝑓 (1))𝑝，因此

(𝑝 − 𝑓 (1))2 + 𝑝 − 1 ∣ ((𝑝 − 𝑓 (1))2 + 𝑝 − 1) ⋅ 𝑝 − ((𝑝 − 𝑓 (1))𝑝) ⋅ (𝑝 − 𝑓 (1))
⟹ (𝑝 − 𝑓 (1))2 + 𝑝 − 1 ∣ 𝑝(𝑝 − 1)

由於 (𝑝−𝑓 (1))2+𝑝−1 > 𝑝−1且 (𝑝−𝑓 (1))2+𝑝−1為 𝑝(𝑝−1)的因數，因此 𝑝 ∣ (𝑝−𝑓 (1))2+𝑝−1，
我們可以推論

𝑝 ∣ 𝑓 (1)2 − 1，
這對所有質數 𝑝 > 𝑓 (1)成立，故 𝑓 (1) = 1且 𝑓 (𝑝 − 1) = 𝑝 − 1對所有 𝑝 ∈ ℙ成立。

現在考慮 𝑃(𝑚, 𝑝 − 1) (𝑝 ∈ ℙ)，有 𝑚2 + 𝑝 − 1 ∣ 𝑚𝑓 (𝑚) + 𝑝 − 1，因此
𝑚2 + 𝑝 − 1 ∣ (𝑚𝑓 (𝑚) + 𝑝 − 1) − (𝑚2 + 𝑝 − 1) = 𝑚𝑓 (𝑚) − 𝑚2，

因此 𝑚𝑓 (𝑚) − 𝑚2被無窮多個正整數 𝑚2 + 𝑝 − 1整除，可得 𝑚𝑓 (𝑚) = 𝑚2即 𝑓 (𝑚) = 𝑚。

8 附錄

定理 6. 存在 𝑓 ∶ ℝ → ℝ滿足 𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦)但是對於所有 𝑐 ∈ ℝ存在 𝑥0 ∈ ℝ使得
𝑓 (𝑥0) ≠ 𝑐𝑥0。也就是 𝑓 不是線性函數。

證明. 在線性代數中，我們可以知道 ℝ關於 ℚ的向量空間存在基底 (basis)，不妨假設此基底
為 {1, 𝛽1, 𝛽2, … }。若

𝑥 = 𝑐 +
𝑁
∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝛽𝑖， 𝑐, 𝑐𝑖 ∈ ℚ，

定義 𝑓 (𝑥) = 𝑐，則可以看到 𝑓 ∶ ℝ → ℝ為柯西方程。然而 𝑓 (𝛽1) = 0 ≠ 𝛽1，因此 𝑓 不是線性函
數。 □
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9 習題

這些習題多數都只是幫讀者整理，前面有分類的題目選自 IMO, IMO shortlist, APMO等
競賽，並以年份排序，並不見得越前面越簡單，而後面的「其他」類別則是來自其他國家的

題目，以我自己感受的難度排序。許多題目的難度非常高，我也不一定會寫。而有 ∗標記的
題目表示我有自己做出來的題目，可以優先寫這些題目。

9.1 IMO

問題 1 (2008 IMO第四題 ∗). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ+ → ℝ+使得
(𝑓 (𝑤))2 + (𝑓 (𝑥))2
𝑓 (𝑦2) + 𝑓 (𝑧2) = 𝑤2 + 𝑥2

𝑦2 + 𝑧2 (24)

對所有滿足 𝑤𝑥 = 𝑦𝑧 的 𝑤, 𝑥, 𝑦 , 𝑧 ∈ ℝ+成立。

問題 2 (2010 IMO第一題 ∗). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (⌊𝑥⌋ 𝑦) = 𝑓 (𝑥) ⌊𝑓 (𝑦)⌋ (25)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

問題 3 (2012 IMO第四題 ∗). 試找到所有 𝑓 ∶ ℤ → ℤ使得
𝑓 (𝑎)2 + 𝑓 (𝑏)2 + 𝑓 (𝑐)2 = 2𝑓 (𝑎)𝑓 (𝑏) + 2𝑓 (𝑏)𝑓 (𝑐) + 2𝑓 (𝑐)𝑓 (𝑎) (26)

對所有滿足 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0的 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ成立。

問題 4 (2015 IMO第五題). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥 + 𝑓 (𝑥 + 𝑦)) + 𝑓 (𝑥𝑦) = 𝑥 + 𝑓 (𝑥 + 𝑦) + 𝑦𝑓 (𝑥) (27)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

問題 5 (2017 IMO第二題). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑦)) + 𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑥𝑦) (28)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

問題 6 (1999 IMO第六題). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥 − 𝑓 (𝑦)) = 𝑓 (𝑓 (𝑦)) + 𝑥𝑓 (𝑦) + 𝑓 (𝑥) − 1 (29)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。
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9.2 ISL

問題 7 (2009 ISL A7). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥𝑓 (𝑥 + 𝑦)) = 𝑓 (𝑦𝑓 (𝑥)) + 𝑥2 (30)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

問題 8 (2010 ISL A5). 試找到所有 𝑓 ∶ ℚ+ → ℚ+使得

𝑓 (𝑓 (𝑥)2𝑦) = 𝑥3𝑓 (𝑥𝑦) (31)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ+成立。

問題 9 (2011 ISL A3). 試找到所有函數對 𝑓 , 𝑔 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑔(𝑓 (𝑥 + 𝑦)) = 𝑓 (𝑥) + (2𝑥 + 𝑦)𝑔(𝑦) (32)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

問題 10 (2012 ISL A5). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (1 + 𝑥𝑦) − 𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑦) (33)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立，且 𝑓 (−1) = 0。

問題 11 (2014 ISL A4). 試找到所有 𝑓 ∶ ℤ → ℤ使得
𝑓 (𝑓 (𝑚) + 𝑛) + 𝑓 (𝑚) = 𝑓 (𝑛) + 𝑓 (3𝑚) + 2014 (34)

對所有 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ成立。

問題 12 (2014 ISL A6). 試找到所有 𝑓 ∶ ℤ → ℤ使得
𝑛2 + 4𝑓 (𝑛) = 𝑓 (𝑓 (𝑛))2 (35)

對所有 𝑛 ∈ ℤ成立。

問題 13 (2015 ISL A2∗). 試找到所有 𝑓 ∶ ℤ → ℤ使得
𝑓 (𝑥 − 𝑓 (𝑦)) = 𝑓 (𝑓 (𝑥)) − 𝑓 (𝑦) − 1 (36)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ成立。

問題 14 (2015 ISL A5). 試找到所有 𝑓 ∶ ℤ → 2ℤ + 1使得
𝑓 (𝑥 + 𝑓 (𝑥) + 𝑦) + 𝑓 (𝑥 − 𝑓 (𝑥) − 𝑦) = 𝑓 (𝑥 + 𝑦) + 𝑓 (𝑥 − 𝑦) (37)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ成立。
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問題 15 (2016 ISL A4). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ+ → ℝ+使得
𝑥𝑓 (𝑥2)𝑓 (𝑓 (𝑦)) + 𝑓 (𝑦𝑓 (𝑥)) = 𝑓 (𝑥𝑦) (𝑓 (𝑓 (𝑥2)) + 𝑓 (𝑓 (𝑦2))) (38)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+成立。

問題 16 (2016 ISL N6∗). 試找到所有 𝑓 ∶ ℕ → ℕ使得 𝑓 (𝑚) + 𝑓 (𝑛) − 𝑚𝑛 ≠ 0且
𝑓 (𝑚) + 𝑓 (𝑛) − 𝑚𝑛 ∣ 𝑚𝑓 (𝑚) + 𝑛𝑓 (𝑛) (39)

對所有 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ成立。

問題 17 (2018 ISL A1∗). 試找到所有 𝑓 ∶ ℚ+ → ℚ+使得

𝑓 (𝑥2𝑓 (𝑦)2) = 𝑓 (𝑥)2𝑓 (𝑦) (40)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ+成立。

問題 18 (2018 ISL A5). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ+ → ℝ使得
(𝑥 + 1

𝑥 ) 𝑓 (𝑦) = 𝑓 (𝑥𝑦) + 𝑓 (𝑦𝑥 ) (41)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+成立。

問題 19 (2020 ISL N5*). 試找到所有 𝑓 ∶ ℕ → ℕ ∪ {0}滿足以下條件：

(1) 至少存在一個 𝑛 ∈ ℕ，使得 𝑓 (𝑛) ≠ 0。

(2) 𝑓 (𝑥𝑦) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦)對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ成立。

(3) 存在無窮多個 𝑛 ∈ ℕ使得 𝑓 (𝑘) = 𝑓 (𝑛 − 𝑘)對所有 0 < 𝑘 < 𝑛成立。

附註. 這題是 2021年三階選訓的模競第一題，由於二階選訓我失去太多分，我需要做出
這題才有機會成為國手，我有做出這題，算是延續了該年的國手夢到隔天的第二場模

競。

問題 20 (2020 ISL A6). 試找到所有 𝑓 ∶ ℤ → ℤ使得
𝑓 (𝑎2+𝑏2)(𝑎 + 𝑏) = 𝑎𝑓 (𝑎) + 𝑏𝑓 (𝑏) (42)

對所有 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ成立。註：𝑓 (𝑛)(𝑥) = 𝑓 (𝑓 (𝑛−1)(𝑥)) (𝑛 ∈ ℕ)且 𝑓 (0)(𝑥) = 𝑥。

附註. 這題是 2021年三階選訓的模競第四題，如前個備註所述，我在二階表現不佳，因
此這題對我來說是一定要寫出來才能當上國手，惋惜的是，我沒做出這題。

14



9.3 APMO

問題 21 (2015 APMO第二題 ∗). 令 𝑆為所有大於 1的正整數的集合。試找到所有 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝑆
使得

𝑓 (𝑎)𝑓 (𝑏) = 𝑓 (𝑎2𝑏2) (43)

對所有 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆, 𝑎 ≠ 𝑏成立。

9.4 其他

問題 22 (2014韓國奧林匹亞 ∗). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑦) + 𝑦 − 1) = 𝑓 (𝑥𝑓 (𝑥) + 𝑥𝑦) + 𝑦 − 1 (44)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

問題 23 (2008加拿大 ∗). 試找到所有 𝑓 ∶ ℚ → ℚ使得
𝑓 (2𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦)) = 2𝑥 + 𝑦 (45)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ成立。

問題 24 (2010印尼 ∗). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥3 + 𝑦3) = 𝑥𝑓 (𝑥2) + 𝑦𝑓 (𝑦2) (46)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

問題 25 (2019 Baltic Way∗). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥𝑓 (𝑦) − 𝑦2) = (𝑦 + 1)𝑓 (𝑥 − 𝑦) (47)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

問題 26 (2007義大利 ∗). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥𝑦 + 𝑓 (𝑥)) = 𝑥𝑓 (𝑦) + 𝑓 (𝑥) (48)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

問題 27 (2020香港 ∗). 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑓 (𝑥) + 𝑦) + 𝑓 (𝑥 + 𝑓 (𝑦)) = 2𝑓 (𝑥𝑓 (𝑦)) (49)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

問題 28. 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥 + 𝑦) + 𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑦) = 𝑓 (𝑥𝑦) + 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) (50)
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對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

問題 29. 試找到所有 𝑓 ∶ ℝ → ℝ使得
𝑓 (𝑥2 + 𝑥𝑓 (𝑦)) = 𝑥𝑓 (𝑥 + 𝑦) (51)

對所有 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ成立。

10 習題解答

這個小節將放上一些習題的參考解答，大部分的解答都是我的答案，並不一定是最乾

淨、最簡單的答案，如果想看看有沒有更簡潔的作法可以去 AOPS https://artofproblem

solving.com/ 找。此外，有標 †的解答表示我是參考別人的解答的。

解答 (問題1). 以 𝑃(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) 表示將 𝑤 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏, 𝑦 = 𝑐, 𝑧 = 𝑑 代入式(24)。𝑃(1, 1, 1, 1) 可以得
到 𝑓 (1)2 = 𝑓 (1) 因此 𝑓 (1) = 1，而 𝑃(𝑤, 𝑤, 𝑤, 𝑤) 可以得到 𝑓 (𝑤2) = 𝑓 (𝑤)2。現在我們可以將
式(24)改寫成

𝑓 (𝑤2) + 𝑓 (𝑥2)
𝑓 (𝑦2) + 𝑓 (𝑧2) = 𝑤2 + 𝑥2

𝑦2 + 𝑧2
現考慮 𝑃(√𝑡, √1/𝑡, 1, 1)，則我們有

𝑓 (𝑡) + 𝑓 (1𝑡 ) = 𝑡 + 1
𝑡 (52)

此式對所有 𝑡 ∈ ℝ+成立。將式(52)左右兩式平方並且使用 𝑓 (𝑤2) = 𝑓 (𝑤)2可得
𝑓 (𝑡2) + 2𝑓 (𝑡)𝑓 (1𝑡 ) + 𝑓 ( 1𝑡2) = 𝑡2 + 2 + 1

𝑡2，
與式 (52)中，𝑡 代入 𝑡2比較可得

𝑓 (𝑡)𝑓 (1𝑡 ) = 1 (53)

式(52)與式(53)綜合可得

𝑓 (𝑡)2 − (𝑡 + 1
𝑡 ) + 1 = 0 即 (𝑓 (𝑡) − 𝑡) (𝑓 (𝑡) − 1

𝑡 ) = 0，
可得對於所有 𝑡 ∈ ℝ+，要嘛 𝑓 (𝑡) = 𝑡要嘛 𝑓 (𝑡) = 1/𝑡。我們現在證明不可能存在 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ+−{1}，
使得 𝑓 (𝛼) = 𝛼 但是 𝑓 (𝛽) = 1/𝛽。這也代表 𝑓 (𝑥) ≡ 𝑥 以及 𝑓 (𝑥) ≡ 1/𝑥 為唯二解。考慮
𝑃(𝛼, 𝛽, 𝛼𝛽, 1)，則可以得到

𝛼2 + 1/𝛽2
𝑓 (𝛼2𝛽2) + 1 = 𝛼2 + 𝛽2

𝛼2𝛽2 + 1 ⟹ 𝑓 (𝛼2𝛽2) = (𝛼2𝛽2 + 1)2
𝛽2(𝛼2 + 𝛽2) − 1。

如果 𝑓 (𝛼2𝛽2) = 𝛼2𝛽2，則
𝛼2𝛽2 + 1 = 𝛽2(𝛼2 + 𝛽2) ⟹ 𝛽4 = 1，

與 𝛽 ∈ ℝ+ − {1}矛盾，而若 𝑓 (𝛼2𝛽2) = 1/(𝛼2𝛽2)，則
𝛼2𝛽2(𝛼2𝛽2 + 1) = 𝛽2(𝛼2 + 𝛽2) ⟹ 𝛼4 = 1，

一樣矛盾。因此這樣的 𝛼, 𝛽 不存在，故得證。

解答 (問題2). 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏 代入式(25)。𝑃(0, 0)可得 𝑓 (0) = 𝑓 (0)⌊𝑓 (0)⌋，即有
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⌊𝑓 (0)⌋ = 1或是 𝑓 (0) = 0。

狀況 (1) ⌊𝑓 (0)⌋ = 1，考慮 𝑃(𝑥, 0)可得 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (0) = 𝑐 (1 ≤ 𝑐 < 2)，代回式(25)驗證正確。

狀況 (2) 𝑓 (0) = 0。考慮 𝑃(1, 1)可得 𝑓 (1) = 𝑓 (1)⌊𝑓 (1)⌋，因此 𝑓 (1) = 0或是 ⌊𝑓 (1)⌋ = 1。第
一種狀況中，𝑃(1, 𝑦)可得 𝑓 (𝑦) ≡ 0，易驗證這是解。現在我們假設 ⌊𝑓 (1)⌋ = 1。首先 𝑃(𝑥, 1)
可得

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (⌊𝑥⌋) (54)

接下來考慮 𝑃(1, 𝑦)可得 𝑓 (𝑦) = 𝑓 (1)⌊𝑓 (𝑦)⌋以此改寫式(25)可得

𝑓 (⌊𝑥⌋𝑦) = 𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑦)
𝑓 (1) (55)

在此式中將 𝑦 代入 ⌊𝑦⌋並使用式(54)可得

𝑓 (⌊𝑥⌋𝑦) = 𝑓 (⌊𝑥⌋⌊𝑦⌋)，
在此式中代入 𝑥 = 2與 𝑦 = 1/2可得 𝑓 (1) = 𝑓 (0) = 0，與 ⌊𝑓 (1)⌋ = 1矛盾。

解答 (問題3). 以 𝑃(𝑥, 𝑦 , 𝑧)表示將 𝑎 = 𝑥, 𝑏 = 𝑦, 𝑐 = 𝑧 代入式(26)。𝑃(0, 0, 0)可得 3𝑓 (0)2 = 0即
𝑓 (0) = 0，而 𝑃(𝑎, −𝑎, 0) 可得 𝑓 (𝑎)2 + 𝑓 (−𝑎)2 = 2𝑓 (𝑎)𝑓 (−𝑎) 因此 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (−𝑎)。因此式(26)對
於滿足 𝑎 + 𝑏 = 𝑐 也成立，𝑃(𝑥, 𝑥, 2𝑥) 化簡可得 𝑓 (2𝑥)2 = 4𝑓 (𝑥)𝑓 (2𝑥)，即 𝑓 (2𝑥) = 0 或是
𝑓 (2𝑥) = 4𝑓 (𝑥)。令 𝐴 ∶= {𝑛 ∈ ℕ ∶ 𝑓 (𝑛) = 0}，我們將討論 𝐴 = ∅與否。

狀況 (1) 𝐴 = ∅。因為對於任何 𝑥 ∈ ℤ，𝑓 (2𝑥) = 0或是 𝑓 (2𝑥) = 4𝑓 (𝑥)至少其中一個是對
的，但 𝐴 = ∅，因此 𝑓 (2𝑥) = 4𝑓 (𝑥)對所有 𝑥 ∈ ℤ成立。現在我們宣稱 𝑓 (𝑛) = 𝑛2𝑓 (1)對所有
𝑛 ∈ ℕ成立。使用數學歸納法證明，這對 𝑛 = 1是對的，假設此敘述對 𝑛 ≤ 𝑘 (𝑘 ∈ ℕ)都是對
的，化簡 𝑃(1, 𝑘, 𝑘 + 1)則有

(𝑓 (𝑘 + 1) − (𝑘 + 1)2𝑓 (1)) (𝑓 (𝑘 + 1) − (𝑘 − 1)2𝑓 (1)) = 0，
如果 𝑓 (𝑘 + 1) = (𝑘 − 1)2𝑓 (1)，𝑃(2, 𝑘 − 1, 𝑘 + 1)可得 𝑓 (2)2 = 4𝑓 (2) ((𝑘 − 1)2𝑓 (1))，由於 𝐴 = ∅，
𝑓 (2) ≠ 0，因此 4𝑓 (1) = 4(𝑘 − 1)2𝑓 (1) 且 𝑘 = 2。故 𝑓 (3) = 𝑓 (1)。𝑃(1, 3, 4) 可得 𝑓 (4)2 =
4𝑓 (4)𝑓 (1)因此 𝑓 (4) = 4𝑓 (1) = 𝑓 (2)，但我們又有 𝑓 (4) = 4𝑓 (2)，這導致 𝑓 (2) = 0與 𝐴 = ∅矛
盾。因此我們可以得到 𝑓 (𝑘 + 1) = (𝑘 + 1)2𝑓 (1)，根據數學歸納法可以知道 𝑓 (𝑛) = 𝑛2𝑓 (1)對
所有 𝑛成立。可以驗證 𝑓 (𝑛) = 𝑎𝑛2 (𝑎 ∈ ℤ − {0})為解。

狀況 (2) 𝐴 ≠ ∅，首先注意到若 𝑧 ∈ 𝐴 則 𝑃(𝑎, 𝑧 − 𝑎, 𝑧) 可得 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑧 − 𝑎) 因此 𝑓 (𝑎) =
𝑓 (−𝑎) = 𝑓 (𝑧 + 𝑎) 為週期函數。令 𝑤 = min𝐴，則對於所有 𝑧 ∈ 𝐴，我們都有 𝑤 ∣ 𝑧，否
則 𝑓 (𝑧′) = 0，其中 𝑧′ < 𝑤 為 𝑧 除以 𝑤 的餘數。我們不妨將 𝑤 寫成 2𝑡 𝑠，其中 𝑠 為奇數且
𝑡 ∈ ℕ ∪ {0}。若 𝑠 ≠ 1則取 𝑘 ∈ ℕ使得 2𝑘 ≡ 1 (mod 𝑠) ¹則因為 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑎 + 𝑤)且 𝑠 ∣ 2𝑘 − 1我
們有 𝑓 (2𝑡) = 𝑓 (2𝑘2𝑡)。我們又有 𝑓 (2𝑘2𝑡) = 4𝑘𝑓 (2𝑡)，因此 (4𝑘 − 1)𝑓 (2𝑡) = 0這代表 𝑓 (2𝑡) = 0，
與 𝑠 ≠ 1矛盾。因此 𝑤 只能是 2𝑡 的形式。
如果 𝑤 = 2𝑡 其中 𝑡 ≥ 3，則考慮 𝑃(2, 𝑤/2−1, 𝑤/2+1)，因為 𝑓 (𝑤/2−1) = 𝑓 (𝑤/2+1) ≠ 0，

我們可以寫下 4𝑓 (1) = 𝑓 (2) = 4𝑓 (𝑤/2 − 1)，故 𝑓 (𝑤/2 − 1) = 𝑓 (1)，接下來 𝑃(1, 𝑤/2 − 1, 𝑤/2)
可得 𝑓 (𝑤/2) = 4𝑓 (1)，然而我們又有 𝑓 (𝑤/2) = 𝑓 (2𝑡−1) = 4𝑡−1𝑓 (1)，由於 𝑡 ≥ 3，故矛盾。因
¹根據歐拉定理，這樣的 𝑘 存在
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此 𝑡 = 0, 1, 2。如果 𝑡 = 0，表示 𝑓 的週期為 1，則 𝑓 (𝑛) ≡ 0。如果 𝑡 = 1，則表示 𝑓 的週期為
2，因此 𝑓 (2𝑛) = 0且 𝑓 (2𝑛 + 1) = 𝑓 (1)對所有 𝑛 ∈ ℤ成立，我們可以驗證這對所有 𝑓 (1) ≠ 0
都是解。如果 𝑡 = 2，則有 𝑓 (4𝑛 + 1) = 𝑓 (4𝑛 + 3) = 𝑓 (1), 𝑓 (4𝑛 + 2) = 4𝑓 (1), 𝑓 (4𝑛) = 0對所有
𝑛 ∈ ℤ成立，可以驗證此解對所有 𝑓 (1) ≠ 0成立。
解答 (問題13). 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏代入式(36)。由 𝑃(𝑓 (𝑦), 𝑦)可得

𝑓 (0) + 1 = 𝑓 (𝑓 (𝑓 (𝑦))) − 𝑓 (𝑦) (56)

考慮 𝑃(𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑓 (𝑥))) 並使用式(56)代換可得 𝑓 (−1 − 𝑓 (0)) = −1。現在 𝑃(𝑥, −1 − 𝑓 (0)) 可得
𝑓 (𝑥 + 1) = 𝑓 (𝑓 (𝑥))。使用此式代換式(56)可得

𝑓 (𝑦 + 2) = 𝑓 (𝑓 (𝑦 + 1)) = 𝑓 (𝑓 (𝑓 (𝑦))) = 𝑓 (𝑦) + 𝑓 (0) + 1，
也就是

𝑓 (𝑦 + 2) = 𝑓 (𝑦) + 𝑓 (0) + 1 (57)

考慮 𝑃(𝑓 (0) + 1, 2)我們有
𝑓 (𝑓 (0) + 1 − 2𝑓 (0) − 1) = 𝑓 (𝑓 (0) + 2) − 𝑓 (2) − 1

⟹ 𝑓 (𝑓 (0)) − 𝑓 (0)(𝑓 (0) + 1) = 𝑓 (𝑓 (0)) − 𝑓 (0) − 1
⟹ (𝑓 (0) − 1)(𝑓 (0) + 1) = 0

因此 𝑓 (0) = 1或是 𝑓 (0) = −1。接下來我們計算 𝑓 (−1)。考慮 𝑃(−1 + 𝑓 (−1), −1)，我們得到
𝑓 (−1) = 𝑓 (𝑓 (−1 + 𝑓 (−1))) − 𝑓 (−1) − 1

= 𝑓 (−1 + 𝑓 (−1) + 1) − 𝑓 (−1) − 1 (因為 𝑓 (𝑓 (𝑥)) = 𝑓 (𝑥 + 1))
= 𝑓 (0) − 𝑓 (−1) − 1 (又因為 𝑓 (𝑓 (𝑥)) = 𝑓 (𝑥 + 1))

因此，

𝑓 (0) = 2𝑓 (−1) + 1 (58)

先前得到 𝑓 (0) = 1或是 𝑓 (0) = −1的結論，我們現在就此討論。
狀況 (1) 𝑓 (0) = 1，此時由式(58)可得 𝑓 (−1) = 0。由式(57)，我們有 𝑓 (𝑦 + 2) = 𝑓 (𝑦) + 2，我
們便可以得到 𝑓 (𝑥) = 𝑥 + 1對所有 𝑥 ∈ ℤ成立。

狀況 (2) 𝑓 (0) = −1，此時由式(58)可得 𝑓 (−1) = −1。由式(57)，我們有 𝑓 (𝑦 + 2) = 𝑓 (𝑦)，我
們便可以得到 𝑓 (𝑥) = −1對所有 𝑥 ∈ ℤ成立。
易驗證上述得到的結果都是解。

解答 (問題16). 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑚 = 𝑎, 𝑛 = 𝑏 代入式(39)。𝑃(1, 1)可得 2𝑓 (1) − 1 ∣ 2𝑓 (1)，因此
2𝑓 (1) − 1 ∣ 1，因為 2𝑓 (1) − 1 ≥ 1，所以 2𝑓 (1) − 1 = 1即 𝑓 (1) = 1。令 𝑝為大於等於 7的質數並
考慮 𝑃(𝑝, 𝑝)，則有 2𝑓 (𝑝) − 𝑝2 ∣ 2𝑝𝑓 (𝑝)，因此

2𝑓 (𝑝) − 𝑝2 ∣ 2𝑝𝑓 (𝑝) − 𝑝(2𝑓 (𝑝) − 𝑝2) = 𝑝3，
因此 2𝑓 (𝑝) − 𝑝2 = ±1, ±𝑝, ±𝑝2, ±𝑝3，以下討論將排除掉 𝑓 (𝑝) ≤ 0的狀況，即 2𝑓 (𝑝) − 𝑝2 = −𝑝2
或 −𝑝3兩種狀況。現在考慮 𝑃(𝑝, 1)，我們有 𝑓 (𝑝) + 1 − 𝑝 ∣ 𝑝𝑓 (𝑝) + 1，因此

𝑓 (𝑝) + 1 − 𝑝 ∣ 𝑝𝑓 (𝑝) + 1 − 𝑝(𝑓 (𝑝) + 1 − 𝑝) = 𝑝2 − 𝑝 + 1 (59)

現在我們討論前面得到的六種情況。

18



狀況 (1) 𝑓 (𝑝) = (𝑝2+1)/2。代入式(59)可得 𝑝2−2𝑝+3 ∣ 2𝑝2−2𝑝+2，因此 𝑝2−2𝑝+3 ∣ 2𝑝−4，
但 𝑝2 − 4𝑝 + 7 = (𝑝 − 2)2 + 3 > 0矛盾。

狀況 (2) 𝑓 (𝑝) = (𝑝2−1)/2。代入式(59)可得 𝑝2−2𝑝 +1 ∣ 2𝑝2−2𝑝 +2，因此 𝑝2−2𝑝 +1 ∣ 2𝑝，
這表示 𝑝2 − 2𝑝 + 1 = (𝑝 − 1)2只能是 1, 2, 𝑝, 2𝑝。這表示 𝑝 = 2為唯一可能，但我們先前令 𝑝
為大於等於 7的質數，不合。

狀況 (3) 𝑓 (𝑝) = (𝑝2 + 𝑝)/2。代入式(59)可得 𝑝2 − 𝑝 + 2 ∣ 2𝑝2 − 2𝑝 + 2，因此 𝑝2 − 𝑝 + 2 ∣ 2，
但當 𝑝 ≥ 3時，我們有 𝑝2 − 𝑝 ≥ 0，矛盾。

狀況 (4) 𝑓 (𝑝) = (𝑝2−𝑝)/2。代入式(59)可得 𝑝2−3𝑝+2 ∣ 2𝑝2−2𝑝+2，因此 𝑝2−3𝑝+2 ∣ 4𝑝−2，
但當 𝑝 ≥ 7時，我們有 𝑝2 − 7𝑝 + 4 > 0，矛盾。

狀況 (5) 𝑓 (𝑝) = (𝑝2+𝑝3)/2。代入式(59)可得 𝑝3+𝑝2−2𝑝+2 ∣ 2𝑝2−2𝑝+2。但 𝑝3+𝑝2−2𝑝+2 >
2𝑝2 − 2𝑝 + 2 > 0，矛盾。

因此，𝑓 (𝑝) = 𝑝2 對於所有大於等於 7 的質數。現在考慮 𝑃(𝑚, 𝑝) 我們有 𝑓 (𝑚) + 𝑝2 − 𝑚𝑝 ∣
𝑚𝑓 (𝑚) + 𝑝3，因此

𝑓 (𝑚) + 𝑝2 − 𝑚𝑝 ∣ 𝑚𝑓 (𝑚) + 𝑝3 − (𝑓 (𝑚) + 𝑝2 − 𝑚𝑝) ⋅ (𝑝 + 𝑚)
⟹ 𝑓 (𝑚) + 𝑝2 − 𝑚𝑝 ∣ 𝑝(𝑓 (𝑚) − 𝑚2)

若考慮 𝑝 > 𝑓 (𝑚)，則 gcd (𝑝, 𝑓 (𝑚) + 𝑝2 − 𝑚𝑝) = 1，所以上式可以改寫成 𝑓 (𝑚) + 𝑝2 − 𝑚𝑝 ∣
𝑓 (𝑚) − 𝑚2，這表示 𝑓 (𝑚) − 𝑚2 被無窮多個的正整數整除，我們可以推論 𝑓 (𝑚) − 𝑚2 = 0，即
𝑓 (𝑚) = 𝑚2對所有 𝑚 ∈ ℕ成立。

解答 (問題17). 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏 代入式(40)。由 𝑃(1/𝑓 (1), 1)可得 𝑓 (1/𝑓 (1)) = 1，
因此 𝑃(𝑥, 1/𝑓 (1))可得 𝑓 (𝑥2) = 𝑓 (𝑥)2。將式(40)改寫可得

𝑓 (𝑥𝑓 (𝑦))2 = 𝑓 (𝑥2𝑓 (𝑦)2) = 𝑓 (𝑥)2𝑓 (𝑦) (60)

在此式(60)中，左右兩式開根號可得

𝑓 (𝑥𝑓 (𝑦)) = 𝑓 (𝑥)√𝑓 (𝑦)。
固定 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ+，定義 𝑡0 = 𝑦 且 𝑡𝑛 = 𝑥𝑓 (𝑡𝑛−1)，根據 𝑓 的定義，我們有 𝑡𝑛 ∈ ℚ+，現在我們證明

𝑓 (𝑡𝑛) = 𝑓 (𝑥)2−21−𝑛𝑓 (𝑦)2−𝑛 (61)

式(61)對 𝑛 = 0是對的。假設式(61)對於 𝑛 ≤ 𝑘 (𝑘 ∈ ℕ ∪ {0})是對的，則
𝑓 (𝑡𝑘+1) = 𝑓 (𝑥𝑓 (𝑡𝑘)) = 𝑓 (𝑥)√𝑓 (𝑡𝑘) = 𝑓 (𝑥) ⋅ 𝑓 (𝑥)1−2−𝑘𝑓 (𝑦)2−𝑘−1

= 𝑓 (𝑥)2−21−(1+𝑘)𝑓 (𝑦)2−(𝑘+1)

可得式(61)對 𝑛 = 𝑘 + 1 也是對的，根據數學歸納法知道式(61)對所有 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} 成立。假
設存在 𝑠 ∈ ℚ+ 使得 𝑓 (𝑠) = 𝑝/𝑞 ≠ 1 (gcd (𝑝, 𝑞) = 1)，則在式(61)中取 𝑥 = 1/𝑓 (1), 𝑦 = 𝑠，可得
𝑓 (𝑡𝑛) = 𝑓 (𝑦)2−𝑛 = (𝑝/𝑞)2−𝑛，取 𝑛夠大即可使 𝑓 (𝑡𝑛)為無理數，與 𝑓 的對應域為 ℚ+矛盾。

解答 (問題19). 首先，根據條件 (2)及使用數學歸納法，我們很容易證明：

𝑓 (
𝑚
∏
𝑖=1

𝑝𝛼𝑖𝑖 ) =
𝑚
∑
𝑖=1

𝛼𝑖𝑓 (𝑝𝑖) (62)
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因此，若 𝑓 (𝑛) ≠ 0，則存在質數 𝑝 ∣ 𝑛使得 𝑓 (𝑝) ≠ 0。現在令
𝑆 ∶= {𝑛 ∈ ℕ ∶ 𝑓 (𝑘) = 𝑓 (𝑛 − 𝑘)對所有 0 < 𝑘 < 𝑛成立}
𝑇 ∶= {𝑝 ∈ ℙ ∶ 𝑓 (𝑝) ≠ 0}

根據條件(1)，我們有 𝑇 ≠ ∅，因此可以令 𝑝 = min 𝑇。現在我們證明以下敘述：

宣稱 19.1.如果 𝑛 ∈ 𝑆，則對於所有 1 ≠ 𝑚 ∣ 𝑛,我們有 𝑓 (𝑚 − 1) = 0。

證明. 若 𝑛 = 𝑚 ⋅ 𝑠 (𝑚 ≠ 1)，則 𝑓 (𝑠) = 𝑓 ((𝑚 − 1)𝑠) = 𝑓 (𝑚 − 1) + 𝑓 (𝑠)，即 𝑓 (𝑚 − 1) = 0。 □

宣稱 19.2.對於所有的 𝑛 ∈ 𝑆，如果 𝑛 ≥ 𝑝則 𝑝 ∣ 𝑛。

證明. 根據除法原理，我們可以寫 𝑛 = 𝑎𝑝 + 𝑏，其中 𝑎 ∈ ℕ及 0 ≤ 𝑏 < 𝑝。現在根據 𝑆 的
定義，若 𝑏 ≠ 0，則有 𝑓 (𝑏) = 𝑓 (𝑎𝑝) = 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑝) > 0，表示存在更小的質數 𝑝′ ∣ 𝑏 使得
𝑓 (𝑝′) ≠ 0與 𝑝 = min 𝑇 的假設矛盾。因此 𝑏 = 0即 𝑝 ∣ 𝑛。 □

宣稱 19.3. 𝑇 只存在一個元素，即 𝑇 = {𝑝}。

證明. 假設 𝑞 ∈ 𝑇 − {𝑝}，並且將所有的 𝑛 ∈ 𝑆 (𝑛 ≥ 𝑝)，寫成 𝑛 = 𝑝𝛼𝑞𝛽 𝑠 其中 𝛼 ∈ ℕ，
𝛽 ∈ ℕ ∪ {0}，且 gcd (𝑝, 𝑠) = gcd (𝑞, 𝑠) = 1。我們證明 𝛼 < 𝑞 − 1；𝛽 < 𝑝 − 1；且 𝑠 < 𝑝。首
先若 𝛼 ≥ 𝑞 − 1，則根據宣稱19.1可知 𝑓 (𝑝𝑞−1 − 1) = 0，然而根據費馬小定理可知 𝑝𝑞−1 ≡ 1
(mod 𝑞)，即 𝑞 ∣ 𝑝𝑞−1 − 1，因此 𝑓 (𝑞) = 0矛盾。類似地 𝛽 < 𝑝 − 1。而若 𝑠 > 𝑝，則由整數除
法，可得 𝑠 = 𝑎𝑝 + 𝑏，其中 𝑎 ∈ ℕ，0 ≤ 𝑏 < 𝑝。若 𝑏 > 0，則

𝑓 (𝑝𝛼𝑞𝛽 ⋅ 𝑏) = 𝑓 (𝑝𝛼𝑞𝛽 ⋅ 𝑎𝑝) ⟹ 𝑓 (𝑏) = 𝑓 (𝑎𝑝) = 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑝) > 0，
矛盾，因此 𝑝 ∣ 𝑠，但這又與 gcd (𝑝, 𝑠) = 1矛盾。

綜合以上，我們可以知道，

𝑆 ∩ ℕ≥𝑝 ⊆ {𝑝𝛼𝑞𝛽 𝑠 ∶ 𝛼 < 𝑞 − 1, 𝛽 < 𝑝 − 1, 𝑠 < 𝑝}，
即

|𝑆| ≤ (𝑞 − 2)(𝑝 − 1)(𝑝 − 1) + (𝑝 − 1) < ∞，
與條件3：|𝑆| = ∞矛盾。因此最一開始的假設是錯的，故 𝑇 = {𝑝}。 □

在證明完以上三個宣稱之後，根據式(62)及宣稱19.3，我們知道 𝑓 (𝑛) = 𝑓 (𝑝) ⋅ 𝜈𝑝(𝑛)對所有
𝑛 ∈ ℕ成立，其中 𝜈𝑝(𝑛)為最大的 𝑘 ∈ ℕ ∪ {0}使得 𝑝𝑘 ∣ 𝑛。我們現在證明 𝑓 (𝑛) ≡ 𝑓 (𝑝) ⋅ 𝜈𝑝(𝑛)確
實為原方程的解，顯然此函數滿足條件(1)及(2)，在條件(3)中，我們也很容易證明 𝑛 = 𝑝ℓ其中
ℓ ∈ ℕ皆滿足條件。

解答 (問題21). 考慮

𝑓 (𝑎)𝑓 (𝑏)𝑓 (𝑐)𝑓 (𝑑)𝑓 (𝑒) = 𝑓 (𝑎)𝑓 (𝑏2𝑐2) 𝑓 (𝑑2𝑒2) = 𝑓 (𝑎)𝑓 (𝑏4𝑐4𝑑4𝑒4)
以及

𝑓 (𝑎)𝑓 (𝑏)𝑓 (𝑐)𝑓 (𝑑)𝑓 (𝑒) = 𝑓 (𝑎2𝑏2) 𝑓 (𝑐)𝑓 (𝑑)𝑓 (𝑒) = 𝑓 (𝑎4𝑏4𝑐2) 𝑓 (𝑑)𝑓 (𝑒)
= 𝑓 (𝑎8𝑏8𝑐4𝑑2) 𝑓 (𝑒) = 𝑓 (𝑎16𝑏16𝑐8𝑑4𝑒2)。

只要取 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈ 𝑆 滿足 𝑎16𝑏16𝑐8𝑑4𝑒2 = 𝑏4𝑐4𝑑4𝑒4，且在合併時不會違反題目敘述中的條件，
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即可產生矛盾 𝑓 (𝑎) = 1。因此我們取
𝑎 = 2, 𝑏 = 22, 𝑐 = 2, 𝑑 = 2, 𝑒 = 222，

即證明了這樣的 𝑓 不存在。

解答 (問題22). 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏代入式(44)。由 𝑃(0, 1 − 𝑓 (0))可知
𝑓 (𝑓 (0)𝑓 (1 − 𝑓 (0)) − 𝑓 (0)) = 0

這代表存在 𝑐 ∈ ℝ使得 𝑓 (𝑐) = 0。𝑃(𝑐, 1)可得 𝑓 (0) = 0。𝑃(0, 𝑦)有 𝑓 (𝑦 − 1) = 𝑦 − 1，這表示
𝑓 (𝑥) = 𝑥 對所有 𝑥 ∈ ℝ成立，易驗證這是解。

解答 (問題23). 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏代入式(45)。首先 𝑃(0, 0)可得 𝑓 (3𝑓 (0)) = 0。現在
我們證明 𝑓 是單射的，假設 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏)，比較 𝑃(𝑥, 𝑎)與 𝑃(𝑥, 𝑏)可得 𝑎 = 𝑏，即有單射。考慮
𝑃(𝑥, −2𝑥)有 𝑓 (2𝑓 (𝑥) + 𝑓 (−2𝑥)) = 0 = 𝑓 (3𝑓 (0))，根據單射我們有 2𝑓 (𝑥) + 𝑓 (−2𝑥) = 3𝑓 (0)將此
式代回式(45)可得

𝑓 (3𝑓 (0) − 𝑓 (−2𝑥) + 𝑓 (𝑦)) = 2𝑥 + 𝑦 (63)

此外，𝑃(3𝑓 (0), 𝑦)與 𝑃(𝑥, 3𝑓 (0))分別可得
𝑓 (𝑓 (𝑦)) = 6𝑓 (0) + 𝑦
𝑓 (2𝑓 (𝑥)) = 3𝑓 (0) + 2𝑥

(64)

在式(63)中，將 (𝑥, 𝑦)代入 (−1/2𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑦))，並使用式(64)可得

𝑓 (3𝑓 (0) + 𝑦 − 𝑥) = 𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥) (65)

在此式中的 𝑦 代入 𝑥 + 𝑦 − 3𝑓 (0)可得 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) = 𝑓 (𝑥 + 𝑦 − 3𝑓 (0))。在此式中代入 𝑥 = 2𝑓 (0)
及 𝑦 = 𝑓 (0)並且使用式(64)可得 9𝑓 (0) = 𝑓 (0)即 𝑓 (0) = 0。因此，𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) = 𝑓 (𝑥 + 𝑦)為柯
西方程。根據定理3，我們知道 𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑥 其中 𝑐 ∈ ℚ為常數。易驗證 𝑐 = ±1為唯一的可能，
因此所有解為 𝑓 (𝑥) ≡ 𝑥 及 𝑓 (𝑥) ≡ −𝑥 兩個。

解答 (問題24). 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏代入式(46)。𝑃(0, 0)可得 𝑓 (0) = 0，而 𝑃(𝑥, 0)可得
𝑓 (𝑥3) = 𝑥𝑓 (𝑥2) (66)

將此結果代回式(46)可得 𝑓 (𝑥3+𝑦3) = 𝑓 (𝑥3)+𝑓 (𝑦3)。由於對於所有的 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ，都存在 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ
使得 𝑢 = 𝑥3, 𝑣 = 𝑦3，因此我們有 𝑓 (𝑢 + 𝑣) = 𝑓 (𝑢) + 𝑓 (𝑣)。這代表 𝑓 滿足柯西方程，且根據性
質2，我們有 𝑓 (𝑐𝑥) = 𝑐𝑓 (𝑥)對於所有的 𝑐 ∈ ℚ成立。
現在我們將 𝑥 = 𝑎 + 𝑝 (固定 𝑎 ∈ ℝ，𝑝 ∈ ℚ則不固定)代入式66，並且使用性質2以及柯西

方程展開，可以得到

𝑓 ((𝑎 + 𝑝)3) = 𝑓 (𝑎3) + 3𝑓 (𝑎2)𝑝 + 3𝑓 (𝑎)𝑝2 + 𝑓 (1)𝑝3
(𝑎 + 𝑝)𝑓 ((𝑎 + 𝑝)2) = (𝑎 + 𝑝) (𝑓 (𝑎2) + 2𝑝𝑓 (𝑎) + 𝑝2𝑓 (1))

= 𝑎𝑓 (𝑎2) + (𝑓 (𝑎2) + 2𝑎𝑓 (𝑎)) 𝑝 + (𝑎𝑓 (1) + 2𝑓 (𝑎)) 𝑝2 + 𝑓 (1)𝑝3
由於 𝑎 被固定，因此此兩式可以視為 𝑝 的三次多項式，這兩個多像是在所有有理數上有一
樣的值，因此這兩個是一樣的多項式。比較 𝑝2 項的係數可得 3𝑓 (𝑎) = 2𝑓 (𝑎) + 𝑎𝑓 (1)，因此
𝑓 (𝑎) = 𝑎𝑓 (1)，這對所有 𝑎 ∈ ℝ都是對的，因此可得 𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑥，其中 𝑐 ∈ ℝ為常數。可以驗證
每個 𝑐 ∈ ℝ都是解。
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附註. 可以思考為什麼兩個多項式只要在所有有理數上面的值全部相同，則為相同的多
項式。

解答 (問題25). 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏代入式(47)。如果 𝑓 為常數函數，則 𝑓 ≡ 0為唯一
可能，現假設 𝑓 不為常數函數。由 𝑃(𝑥, −1)可得 𝑓 (𝑓 (−1)𝑥 − 1) = 0，如果 𝑓 (−1) ≠ 0則 𝑓 為常
數，與假設矛盾，因此有 𝑓 (−1) = 0。現在我們證明 𝑓 為零單，也就是 𝑓 (𝑎) ≠ 0對所有 𝑎 ≠ −1
成立。反設這樣的 𝑎 ≠ 1存在，則 𝑃(𝑥, 𝑎)給我們

𝑓 (−𝑎2) = (𝑎 + 1)𝑓 (𝑥 − 𝑎) 即 𝑓 (𝑥 − 𝑎) = 𝑓 (−𝑎2)/(𝑎 + 1)為常數函數，矛盾。
由此，我們知道 𝑓 為零單。

考慮 𝑃(𝑦 − 1, 𝑦)，則有
𝑓 ((𝑦 − 1)𝑓 (𝑦) − 𝑦2) = 0，

根據零單，我們有 (𝑦 − 1)𝑓 (𝑦) − 𝑦2 = −1，也就是 𝑓 (𝑦) = 𝑦 + 1對所有 𝑦 ≠ 1成立。為了解出
𝑓 (1)，再考慮 𝑃(𝑦 + 1, 𝑦)，可得

(𝑦 + 1)𝑓 (1) = 𝑓 ((𝑦 + 1)𝑓 (𝑦) − 𝑦2) = 𝑓 (2𝑦 + 1) = 2𝑦 + 2，
對所有 𝑦 ≠ 0, 1成立，因此 𝑓 (1) = 2。綜合以上，𝑓 (𝑥) = 𝑥 + 1對所有 𝑥 ∈ ℝ與 𝑓 ≡ 0為所有
解。

解答 (問題26). 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏代入式 (48)。𝑃(0, 0)有 𝑓 (𝑓 (0)) = 𝑓 (0)且 𝑃(𝑥, 0)有
𝑓 (𝑓 (𝑥)) = 𝑓 (0)𝑥 + 𝑓 (𝑥) (67)

如果 𝑓 (0) ≠ 0，則由式 (67)可得 𝑓 為單射，然而 𝑓 (𝑓 (0)) = 𝑓 (0)可得 𝑓 (0) = 0與 𝑓 (0) ≠ 0矛
盾。因此，𝑓 (0) = 0且式 (67)可以寫成 𝑓 (𝑓 (𝑥)) = 𝑓 (𝑥)。𝑃(𝑓 (𝑥), −1)可得 𝑓 (𝑥) (𝑓 (−1) + 1) = 0，
如果 𝑓 (−1) ≠ −1，則 𝑓 ≡ 0，可驗證這是一個解。

現在我們討論 𝑓 (−1) = −1的情形，考慮 𝑃(𝑥, −1)則有
𝑓 (𝑓 (𝑥) − 𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑥 (68)

我們宣稱² 𝑓 (𝑥) = 𝑥 對所有 𝑥 ∈ ℝ成立。反設存在 𝑡 ∈ ℝ使得 𝑓 (𝑡) ≠ 𝑡，則考慮
𝑤 = 𝑥𝑡 + 𝑓 (𝑥) 𝑓 (𝑤) = 𝑥𝑓 (𝑡) + 𝑓 (𝑥) (𝑥 ∈ ℝ)

將 𝑤 代入式 (68)，可得

𝑓 ((𝑓 (𝑡) − 𝑡)𝑥) = (𝑓 (𝑡) − 𝑡)𝑥，
由於我們假設 𝑓 (𝑡) ≠ 𝑡，這可以推論 𝑓 (𝑥) = 𝑥 對於所有 𝑥 ∈ ℝ 成立。此即產生矛盾，因此
𝑓 (𝑥) ≡ 𝑥 為另一個解。綜合以上，總共有兩個解 𝑓 (𝑥) ≡ 0及 𝑓 (𝑥) ≡ 𝑥。

解答 (問題27). 以 𝑃(𝑎, 𝑏)表示將 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏代入式(49)。比較式(49)與 𝑃(𝑦, 𝑥)可得
𝑓 (𝑥𝑓 (𝑦)) = 𝑓 (𝑦𝑓 (𝑥)) (69)

代入 𝑥 = 0，則有 𝑓 (0) = 𝑓 (𝑓 (0)𝑦)。如果 𝑓 (0) ≠ 0，則 𝑓 (𝑥) ≡ 𝑐 (𝑐 ≠ 0)為常數函數，因此我們
討論完 𝑓 (0) ≠ 0的情形。以下假設 𝑓 (0) = 0。

²在數奧競賽中，寫解時有時可以寫「宣稱」(claim)來表示我們接下來要證明的敘述，這會讓解更易懂也更
有結構性。
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由 𝑃(𝑥, 0)可得
𝑓 (𝑓 (𝑥)) + 𝑓 (𝑥) = 0 (70)

我們現證明 𝑓 (𝑓 (𝑥) + 𝑥) = 0。𝑃(𝑓 (𝑥), 𝑦)給我們
𝑓 (−𝑓 (𝑥) + 𝑦) + 𝑓 (𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦)) = 2𝑓 (𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑦)) (71)

將式(71)的 𝑥, 𝑦 對調後與式(71)比較可得

𝑓 (−𝑓 (𝑥) + 𝑦) = 𝑓 (−𝑓 (𝑦) + 𝑥)，
此時再將 𝑦 以 𝑓 (𝑥)代入可得 𝑓 (0) = 𝑓 (𝑓 (𝑥) + 𝑥)，這證明初我們先前宣稱的結果。現在考慮
𝑃(1, 1)可得 𝑓 (𝑓 (1)) = 0 (注意到 𝑓 (1 + 𝑓 (1)) = 0)，與式(70)比較可得 𝑓 (1) = 0。在式(69)中代入
𝑥 = 1可得 𝑓 (𝑓 (𝑦)) = 0，在將此結果與式(70)綜合可得 𝑓 (𝑦) = 0對所有 𝑦 ∈ ℝ成立。綜合以
上，可得 𝑓 (𝑥) = 𝑐 (𝑐 ∈ ℝ)為所有解。

解答 (問題28†). 假設 𝑃(𝑎, 𝑏)為 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏代入原式 (50)。首先注意到，如果 𝑓 (𝑥)為常數函數
𝑐，則有 𝑐 = 0, 2。我們可得兩個解 𝑓 (𝑥) ≡ 0以及 𝑓 (𝑥) ≡ 2。

現假設 𝑓 不為常數函數。由 𝑃(𝑥, 0)可得
𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑥)𝑓 (0) = 𝑓 (0) + 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (0)，

可推論 (𝑓 (𝑥) − 2)𝑓 (0) = 0，因為 𝑓 (𝑥) 不為常數，因此 𝑓 (0) = 0。𝑃(𝑥, 1) 可得 𝑓 (𝑥 + 1) =
(2 − 𝑓 (1))𝑓 (𝑥) + 𝑓 (1)且 𝑃(𝑥 + 1, 1)可得

𝑓 (𝑥 + 2) = (2 − 𝑓 (1))𝑓 (𝑥 + 1) + 𝑓 (1)
= (2 − 𝑓 (1))2𝑓 (𝑥) + 𝑓 (1)(3 − 𝑓 (1))

將上式以 𝑥 = 0代入可以得到 𝑓 (2) = 𝑓 (1)(3 − 𝑓 (1))，並且以此代換：
𝑓 (𝑥 + 2) = (2 − 𝑓 (1))2𝑓 (𝑥) + 𝑓 (2) (72)

現在考慮 𝑃(𝑥, 2) ∶ 𝑓 (𝑥 + 2) = 𝑓 (2𝑥) + 𝑓 (𝑥)(1 − 𝑓 (2)) + 𝑓 (2)，與式 (50)比較可得

(2 − 𝑓 (1))2𝑓 (𝑥) = 𝑓 (2𝑥) + 𝑓 (𝑥)(1 − 3𝑓 (1) + 𝑓 (1)2)，
我們可以推論 𝑓 (2𝑥) = (3 − 𝑓 (1))𝑓 (𝑥)。
因此有 𝑓 (2𝑥) = 𝑎𝑓 (𝑥) 且 𝑓 (4𝑥) = 𝑎2𝑓 (𝑥)，其中 𝑎 = 3 − 𝑓 (1)。接下來 𝑃(2𝑥, 2𝑦) 可得

𝑎𝑓 (𝑥 + 𝑦) + 𝑎2𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑦) = 𝑎2𝑓 (𝑥𝑦) + 𝑎𝑓 (𝑥) + 𝑎𝑓 (𝑦)，與原式(50)比較可得：

𝑎(𝑎 − 1)𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 𝑎(𝑎 − 1)(𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦))。
注意到 𝑎 ≠ 0, 否則 𝑓 (2𝑥) = 𝑎𝑓 (𝑥) 可推論 𝑓 (𝑥) = 0 為常數函數，我們也有 𝑎 ≠ 1，否則
𝑓 (1) = 3−𝑎 = 2且 𝑓 (𝑥+1) = (2−𝑓 (1))𝑓 (𝑥)+𝑓 (1) = 𝑓 (1)為常數函數。因此 𝑓 (𝑥+𝑦) = 𝑓 (𝑥)+𝑓 (𝑦)，
並且與式(50)可得 𝑓 (𝑥𝑦) = 𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑦)。根據範例 6可知 𝑓 (𝑥) = 𝑥 或是 𝑓 (𝑥) = 0。

解答 (問題29†). 明顯 𝑓 ≡ 0 為解，不妨假設 𝑓 不全為 0，假設 𝑓 (𝑧) ≠ 0。以 𝑃(𝑎, 𝑏) 表示將
𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏代入式 (51)。𝑃(𝑥, 𝑧−𝑥) ∶ 𝑓 (𝑥2+𝑥𝑓 (𝑧−𝑥)) = 𝑥𝑓 (𝑧)可推出 𝑓 滿射，此外 𝑃(0, 0)可得
𝑓 (0) = 0；𝑃(𝑥, 0)可得 𝑓 (𝑥2) = 𝑥𝑓 (𝑥)。接下來我們證明：𝑓 (𝑧) ≠ 0對於所有的 𝑧 ≠ 0成立。定
義 𝑆 = {𝑠 ∈ ℝ ∶ 𝑓 (𝑠) = 0}，並考慮 𝑃(𝑥, 𝑠) (𝑠 ∈ 𝑆)有 𝑓 (𝑥2) = 𝑥𝑓 (𝑥 + 𝑠)，則可推論 𝑓 (𝑥 + 𝑠) = 𝑓 (𝑥)
無論 𝑥 是否為 0，這表示 𝑠 ∈ 𝑆 則 𝑠 是 𝑓 的週期。很容易可以看到，如果 𝑡 是 𝑓 的週期，則
𝑓 (𝑡) = 𝑓 (0) = 0，因此 𝑡 ∈ 𝑆，這表示 𝑆 恰好蒐集了所有 𝑓 的週期。以上可以看出若 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆 則
𝑠 + 𝑡 ∈ 𝑆 且 −𝑠 ∈ 𝑆，而 𝑃(𝑠, −𝑠) ⟹ 𝑠2 ∈ 𝑆。
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現在假設 𝑠 ∈ 𝑆 − {0}存在，比較 𝑃(𝑥 + 𝑠, 𝑦)與 𝑃(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦 ∈ ℝ)我們有
𝑓 (𝑥2 + 2𝑠𝑥 + 𝑠2 + (𝑥 + 𝑠)𝑓 (𝑦)) = (𝑥 + 𝑠)𝑓 (𝑥 + 𝑠 + 𝑦) = (𝑥 + 𝑠)𝑓 (𝑥 + 𝑦)

𝑓 (𝑥2 + 𝑥𝑓 (𝑦)) = 𝑥𝑓 (𝑥 + 𝑦)
如果 𝑠2 + 2𝑠𝑥 + 𝑠𝑓 (𝑦) ∈ 𝑆，則 𝑠𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 0，因此 𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 0且 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑆。由於 𝑓 是滿射
的，所以對於所有的 𝑥，存在 𝑦 ∈ ℝ使得 𝑓 (𝑦) = −2𝑥，此時 𝑠2 + 2𝑠𝑥 + 𝑠𝑓 (𝑦) = 𝑠2 ∈ 𝑆，此時
𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 0，故 𝑓 (𝑥2 + 𝑥𝑓 (𝑦)) = 𝑓 (−𝑥2) = 0 ⟹ −𝑥2 ∈ 𝑆 對所有 𝑥 ∈ ℝ成立。我們可以推論
當 𝑆 ≠ {0}則 𝑆 = ℝ。

現在考慮 𝑃(−𝑓 (𝑦), 𝑦) (𝑦 ≠ 0)，可以得到 0 = −𝑓 (𝑦)𝑓 (𝑦 −𝑓 (𝑦))，根據前面得到的「零單」條
件，我們可以得到 𝑓 (𝑦) = 𝑦 對於所有的 𝑦 ≠ 0成立，加上前面的 𝑓 (0) = 0，我們得到 𝑓 (𝑥) = 𝑥
對於所有的 𝑥 ∈ ℝ成立，易驗證這是解。

附註. 這題用到的技巧叫做零單，也就是映射到 0的點是單射，具體來說，只存在一個
𝑎 ∈ ℝ使得 𝑓 (𝑎) = 0，換句話說，若 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏) = 0，則 𝑎 = 𝑏。
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